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Relazioni tra variabili

Formule e parametri
C=2mr A = nr?

Esempio: Calcolare il valore numerico della formula

sapendo che a=0,012; b =0,009; r=0,02;, m=8,1; n=0,35
(quale notazione conviene?)

Relazioni tra variabili xRy

Curve Variabili x, y, z
Funzioni variabile dipendente, variabile indipendente

Esaminiamo
\ Circonferenza — Funzioni lineari - Retta — Funzione valore assoluto -
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Funzioni - studio di fenomeni

Le variabili che intervengono in un fenomeno naturale possono
essere qualitative (descrivono caratteristiche) e quantitative
(rappresentabili in termini di numeri reali)

Individuare relazioni tra due variabili che descrivono il fenomeno

Chiamiamo D e D’ gli insiemi dei valori assunti dalle variabili

Una funzione f e una relazione tra gli elementi di due
insiemi, D e D’, con la seguente proprieta:

f associa ad ogni elemento v di D uno ed un solo

K elemento w di D’ w = f(V) /
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Funzioni - Dominio - Codominio

f associa ad ogni elemento vdi D uno ed un
solo elemento w di D’ w = f(Vv)

D dominio
D’ insieme immagine di D

mediante f ¢ Codominio
Insieme di definizione < D

Insieme di definizione e “calcolabilita”
3X - 3X (_3)X

\ In(— x +1) J'”(;;(—l) /
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Curve, Funzioni e rappresentazioni

\_

Circonferenza centro l'origine e raggio 1:
X2+y2=1
non e una funzione né rispetto alla variabile x né rispetto ad y
Funzione valore assoluto f(x) = ||
Funzioni lineari f(x) =ax f(x)=ax+Db

(rappresentazione grafica: retta passante per l'origine — retta
IN posizione generica)

Retta:ax+ by + c =0 oppurey =mx + /
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Curve, Funzioni e rappresentazioni

Circonferenza centro l'origine e raggio 1:
X?+y2=1
Circonferenza di centro C (X,, Y,) € raggio r
(X=X )2+ (y-Yo)=r72

Equazione di secondo grado in due variabili; non tutte le equazioni in due
variabili di secondo grado rappresentano circonferenze.

Esempio.

\ x?-y =0 é I'’equazione di una parabola /
che si pud anche scrivere y = x?
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Funzioni lineari f(x) =ax + b

Rappresentazione grafica: retta passante per l'origine — retta in posizione generica
Equazione Retta (equazione di primo grado nelle variabili x e y):

ax+by+c=0 forma implicita
y=mx +( forma esplicita

m si chiama coefficiente angolare

m =tga (tangente trigonometrica)

g, termine noto, nell’equazione in forma implicita, rappresenta l'ordinata
del punto di intersezione della retta con I'asse y

Esempi
F(x) = 5x f(x) =-5x+ 2
Rappresentare graficamente e determinare due punti uno appartenente e

\ uno non appartenente alla retta /




Equazione della Retta - equazione
di primo grado nelle variabili x e y

Retta passante per un punto Py = (X,, Yo) €
coefficiente angolare m

Y=Y, :m(x—xo)

Retta passante per due punti P, =(x,,y,) e
P,= (X2, ¥2)

Y=Y, _ (X_Xl)

\ Yo=Y XX
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Funzioni - Dominio - Codominio
Esercizi

Date le seguenti relazioni tra variabili dire se sono funzioni,
determinare l'insieme di definizione, disegnare il grafico se si tratta di
funzioni lineari.

PV =k ke ? Pe ? Ve?

s(t)=vt +s, te ?

(-3 xe® -3 xe®R (-3)" neN
((g=inCxs)  xem -t
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Problema

La percentuale dei semi, di una data pianta, che
germogliano dipende dalla temperatura
dellambiente. Per una data varieta di pomodoro €
stato verificato che alla temperatura di 12°c
germoglia il 40% dei semi, mentre alla temperatura
di 15°c germoglia il 70% dei semi. Trovare ,
supponendo che sia espressa da una funzione
lineare, la relazione tra la temperatura e la
percentuale di semi germogliati.

(Funzioni lineari f(x) =ax f(x)=ax+Db )

\_ /




Problema - risoluzione

\_

La percentuale dei semi, di una data pianta, che
germogliano dipende dalla temperatura
del’ambiente.

Sappiamo che il fenomeno da studiare e lineare
P(t) = at Pt)=at+b

la relazione tra la temperatura t e la percentuale P(t) di
semi germogliati e espressa da una funzione lineare

DATI - Per una data varieta di pomodoro
t=12° P(t) = 40% del semi
t=15° P(t) = 70% dei semi

/




/

Problema - risoluzione

Sappiamo che il fenomeno da studiare e lineare

P(t)=at+b
DATI - Per una data varieta di pomodoro
t=12° P(t) = 40% del semi
t =15° P(t) = 70% dei semi

Determinare i valoridiaeb

Sapendo che A =(12, 40) e B = (15, 70) sono punto
del grafico della funzione (retta generica)

dal punto di vista matematico: determinare

K I'equazione delle retta passante per Ae B

/
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Problema - risoluzione

Determinare i valoridiaeb
Pt)=at+b y=at+Db
Sapendo che A =(12, 40) e B = (15, 70) sono punti

del grafico della funzione (retta generica)
Risolvere il sistema

40 =12a+Db
10 b=-80

70 =15a+b a
N /
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Problema - risoluzione

\_

Sapendo che il fenomeno e lineare

Pt)=at+b y=at+b

P,—P AP(t)

= =a e costante
t, -t, At

Cioe che

e che A= (12, 40) e B = (15, 70) sono punti del grafico
della funzione

Si puo calcolare direttamente  AP(t) _ _70-40 30 .
At 15-12 3 /
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Problema - risoluzione

Sapendo che il fenomeno e lineare

Pt)=at+b e determinato a =10

Imporreche A (0B) A=(12, 40) B = (15, 70)
siano punti del grafico della funzione
Utilizzando la formula che permette di calcolare

I'’equazione della retta, noto il coefficiente angolare e
un suo punto

\ P-P,=al(t—t) P—40:10(t—12)P:10t—80/




Problema - risoluzione

Sapendo che il fenomeno e lineare

P(t)=at+Db

Imporre che A =(12,40) e B = (15, 70)
siano punti del grafico della funzione

Utilizzando la formula che permette di calcolare
I'equazione della retta, noti due suoi punti

P(t)-70 t-15

\ 70-40 15-12

da cui P (t) =10t - 80




Il valore assoluto

Valore assoluto del numero reale x si indicata con |x].

Esempio il valore assoluto di 2 € 2, il valore assolutodi -3 € 3
e |0] = 0.

Formalmente, al variare di X R, si definisce:

X| = xsexz0
-xsex<0

f(x) se f(x)>0
La funzione Valore Assoluto ‘f(x)(: _f(x) se f(x)<0

/




Valore assoluto di una funzione

™

Esempio
) X° +3 per x°+3>0
‘x +3‘:
~(x*+3)  per x?+3<0

Rappresentazione grafica di y = f(x)
edi y=If(x) |

Esempio f(x) =x2-3x+1 funzione quadratica — rappresentazione grafica

y =x?-3x +1 equazione della parabola
ascissa vertice della parabola x,= - b/2a

/
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Funzione definita a tratti
Funzione costante a tratti

Funzione definita a tratti se la relazione tra le variabili che la definisce assume
forme diverse in domini diversi ( Rappresentare il grafico)

(6T —90 se 15<T<30
G(T)=90 se 30<T<35
\—18T + 720 se 3B <T <40

Funzione costante a tratti se la relazione tra le variabili che la definisce assume
valori costanti diversi in domini diversi
Caso particolare: funzioni a gradino

(2 se z<0
g(z2)=-1 se 0<z<35
\ \1 se Z>35 /




Funzioni e simmetrie

Funzione pari f(-x) = f(x)
il grafico e simmetrico rispetto all’asse y

Esempio f(x) = x? parabola con vertice nell’origine
f(x) = cos x

Funzione dispari f(-x) = - f(Xx)
il grafico e simmetrico rispetto all’origine

Esempi f(x) = tgx f(x) = senx

\_




Funzioni e traslazioni

Traslazione di vettore parallelo all’'asse x (direzione parallela
all’'asse x)

Data la funzione f(x) e noto il suo grafico:
il grafico della la funzione f(x-x,) si ottiene traslando il grafico di
f(x) di X, unita nel verso positivo (verso destra)

Il grafico della la funzione f(x+Xx,) si ottiene traslando il grafico di
f(x) di X, unita verso sinistra.

Esempi

f(X) = x2 g(X) = X2 - 4x +4 = (x-2)? h(x) = X2 + 4x +4 = (x+2)?

Verificare disegnando il grafico delle tre funzioni quadratiche
(parabola)

Ascissa vertice della parabola x,= - b/2a




Funzioni e traslazioni

Traslazione di vettore parallelo all'asse y

Data la funzione f(x) e noto il suo grafico:

Il grafico della la funzione f(x)-X, si ottiene traslando |l
grafico di f(x) di X, unita in verso negativo (verso il basso)

Il grafico della la funzione f(x)+x, si ottiene traslando Il
grafico di f(x) di X, unita in verso positivo (verso l'alto).

Esempi

f(x) =5 g(x) =5-1 h(x) =5+ 1

Verificare disegnando il grafico delle tre funzioni
esponenziali

K Determinare il dominio D e il segno delle tre funzioni ¥k D /




Funzioni crescenti, decrescenti

Data la funzione f(x) definita nel dominio DR

Definizione.

f(x) si dice crescente nell'intervallo 1 =[a, b]c D se
VX, ex,el X; X, =2 (X)) <f(X,)

Definizione.

f(x) si dice decrescente nell’intervallo | =[a, b]c D se

VX,ex,el X; X, =2 (X)) 2f(X,)

Esempi
\f(x) =x? g(x)=5*-1 h(x) = tgx w(X) = senx
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Funzioni limitate - massimi e
minimi locali e assoluti

Data la funzione f(x) definita nel dominio DcR:

Definizione.
Si dice che f(x) ha un punto di massimo localeinx,e | , I=[a,b]cD, se
VX el f (Xg) 2f(X)
tale valore max f = f(x,), € f(D) insieme immagine o codominio di f

Definizione.
Si dice che f(x) ha un punto di minimo localeinx,e | ,I1=[a,b]JcD, se
Vx el f (Xq) =f(X)
tale valore min f = f(x,), e f(D) insieme immagine o codominio di f
Esempi




/Massimi e minimi locali e assoluti \

Funzioni limitate

Data la funzione f(x) definita nel dominio Dci:

Definizione. Massimo e minimo assoluti

Si dice che il valore max f = f(x,) € massimo assoluto di f(x) in tutto il
suo Dominio D se

VxeD f (Xg) 21(x)

Si dice che il valore min f = f(X,) € minimo assoluto di f(x) in tutto il suo
Dominio D, se

Vxe D f (Xg) sf(x)
tale valore min f = f(x,), e f(D) insieme immagine o codominio di f

Esempi
f(x) =- (x+1)°+ 2 massimo assoluto =2 (valore assunto per x = - 1)

@ ha minimo assoluto %

/
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Definizione. Funzione limitata
Si dice che f(x) e limitata in tutto il suo Dominio D

Se il codominio e un insieme (intervallo) limitato (puo essere sia chiuso
che aperto), sottoinsieme proprio di R

Cioe se il massimo e il minimo assoluti sono appartenenti ad ‘R, oppure

Se I'estremo superiore e inferiore sono appartenenti ad R, quando Il
codominio e un intervallo aperto

Funzioni limitate \

Data la funzione f(x) definita nel dominio DR

Esempi
f(x) = (x + 1)? funzione limitata solo inferiormente
Codominio = [0, +oo| Min f =0, sup f =+

g(x) =5*—=1 funzione limitata solo inferiormente

Qdominio =1-1, +oo] inff=-1, supf=+w /




Funzioni e studio del grafico

Esempi

f(x)=-(x+1)?+ 2

g(x) =5%-1

h(X) = tgx W(X) = senx

Determinare il dominio D, il segno delle funzioni
X €D |, dire se sono crescenti, decrescentiin D

Dire se il codominio e un intervallo aperto o chiuso,
determinare un intervallo in cui f, h, h siano limitate.

\_
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Funzioni composte

Quindi g ° f(x) = g(f(x)).
Esempio

f g
k x — 2x+1 — 22 /

Date le due funzionif: A— B e g: B — C se 'immagine di
f € inclusa nell'insieme di definizione di g (il dominio della g
coincide con il codominio della f) si puo costruire la

funzione composta (f composto g)
g°f: A — C nel modo seguente:

x — f(x) — g(f(x)).

f(x) = 2x + 1 e g(x) = 2%. La funzione g e definita vx %
Quindi possiamo costruire la funzione composta g ° f
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Funzioni iniettive, suriettive

Una funzione f : A — B si dice iniettiva se
Xy # Xo=> f(Xp) # f(X,).

0, in modo equivalente, f € iniettiva se
f(x,) = f(x,) implica che x; = x..

Esempio
h(x) = tgx e iniettiva
W(X) = senx non e iniettiva

Data una funzione f : A — B chiamiamo immagine di f I'insieme di

Imm(f) ={b e B:3a e Aconf(a) =b} cB.

\ Una funzione f : A — B si dice suriettiva se Imm(f) = B.

tutti gli elementi di B che sono immagine di qualche elemento di A:

/
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Funzioni biiettive
Funzione inversa

Una funzione f ;: A — B si dice biiettiva se € simultaneamente iniettiva e
suriettiva.

Esempio

Le funzioni biiettive sono invertibili.
Data una funzione biiettiva f : A — B I'inversa di f, denotata con
f-1:B — A, & l'unica funzione da B in A tale che se
y=f(x) allora 1(y) = x.

Esempio
f(x) = tgx f =7 (x) = arctgx

Sono invertibili in un dato intervallo | =[a,b] le funzioni monotone in |

Qempre crescenti, 0 sempre decrescenti nell’intervallo) /




/L’operazione di limite per funzioni di una\
variabile

Esempio f(x) = tgx Dominio X # +n/2 + Kkt

Consideriamo la restrizione di f all’'intervallo ]-=/2, n/2[ e studiamo il
comportamento di f agli estremi dell’'intervallo

Diciamo che per x che tende a + n/2 la funzione f(x) tende a = 0, in
modo equivalente, la funzione ha limite o, 0 la funzione e
divergente (convergente a +o)

Definizione

f(x) tende a +o, per x che tende a n/2 da sinistra, se Vk>0 36(k)
tale che f(x) > k per Vxe(n/2 - 8(k), ©/2)

Larettax =n/2 e un asintoto verticale per la funzione tgx
Esempio

\\/erificare che tgx tende a — « per x che tende a — n/2 da destra /




/L’operazione di limite per funzioni di una\
variabile

Esempio f(x) = 2% Dominio R

Diciamo che per x che tende a - © f(x) tende a0 o0, In
modo equivalente, la funzione ha limite zero, o la
funzione e convergente a zero

Definizione
f(x) tende a €, per x chetende a- o se Ve>0 3k(g)>0 tale
che
If(x)-€|<e  per VX <-K

Larettay =0 e un asintoto orizzontale per la funzione

f(x) = 2%
werificare che f(x) = (1/2)* tende a zero per x che tende a +oo/




/L’operazione di limite per funzioni di una\

variabile
Definizione
f(x) tende a €, per x che tende a + © se Ve>0 Jk(g)>0
tale che
If(x) - € |<e per VX >k«
Cioerisulta€-e<f(x) <€ +¢ per VX >k
Definizione

f(x) tende a €, per x che tende a x, se Ve>0 35(g)>0

tale che
If(x) - €|<e¢  per VX € (Xo- 8, Xot O)
\Cioé risulta - e<f(x)<€+ e per VX, Xy- 0<X<Xy+

/
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L’operazione di limite - proprieta

Definizione

lim (= 2" +x)
lim (3x+x?)

\_

Esempi. Calcolare

Date due funzioni, il limite della somma e uguale alla somma dei limiti
Se f(x) tende a £,, g(x) tende a &, per x che tende a x, allora
lim(f(x) +g(x)) = €, + &, per X che tende a x,

Si hail caso di forme di indecisione, o indeterminate,

quando a €, =10 €, =F o

lim (3X+X2)=—oo—|—oo

X—>—0
Trasformare in modo da modificare ed eliminare
la forma indeterminata

lim (3 + x?) = lim x{ﬁ +1j =7 Limite del prodottD
X—>—00 X—>—00 X
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L’operazione di limite - proprieta

Definizione. Date due funzioni, il limite del prodotto e uguale al
prodotto dei limiti

Se f(x)tende a £,, g(x) tende a €, , per x che tende ax, , allora
lim(f(x) xg(x)) = €, x¢, per x che tende a X,

Si haiil caso di forme di indecisione quando a €, =+w €, =0 (0 viceversa)
Definizione Date due funzioni, il limite del rapporto € uguale al
rapporto dei limiti

Se f(x)tende a €, g(x) tende a &, , per x che tende a X, , allora
lim( f(x)/g(x)) = €,/ per x che tende a X,

Si ha il caso di forme di indecisione quando a €, =t €, = 1w
Oppure quando €, =0 €,=0
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L’operazione di limite - proprieta

Siac e e lim f(x)=+o0 allora

X—>+00

lim (¢ + f(x))=+o0

X—>+0

: +00 se ¢>0
se c#=0 |Ime(X)={

X0 —o se ¢<0
. C
Iim ——=0
xl—>rpoof(x)

Le stesse proprieta valgono se sostituiamo a ¢ una funzione g(x)
che converge a c per x che tende a + o

\Studiare il comportamento della funzione f(x) = -2eX agli estremi del dominio/
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L’operazione di limite - Esempi

™

\_

D=R\{0} o

ﬁmE:O

X——0 Y

ﬁmE:O

X—>+0 Y
Calcolare

lim (3x+ x? )= lim x*

X—»—00 X—>—0

Esempi. Studiare il grafico della funzione f(x) = 1/x

(-00,0) L (0, +0)

1

liIm = = 40
x—01t X

1
lim — = -0
x—>0" X

lim (3x+ x2) = lim xz(§ +1j = 400

X—>—00

(—+1j=? 3
X Iim(—+1j:0+1:1

x——oo| Y

X
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L’operazione di limite - Applicazioni

Esempi. Legge di raffreddamento

T(t) =T+ (To —Te )e_at

T(t) descrive come, al variare del tempo t, si raffredda (o si riscalda) un corpo di
temperatura iniziale T, Immerso in un ambiente a temperatura fissata T, a>0

Calcolare ed interpretare il risultato del limite pert — «
Sapendochea=1, T =5°C, e T,=20.5°C, il tempo e misurato in ore

Descrivere, disegnando il grafico, 'andamento della funzione e calcolare
\dopo quanto tempo la temperatura iniziale e quella del'ambiente diﬁerisconoy

1 grado
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L’operazione di limite - proprieta
Velocita di convergenza, di divergenza

Siano f e g due funzioni divergenti (che convergono ad infinito
per x—zxo0). Allora per il limite del rapporto possiamo avere |
seguenti casi

f(x)

lim T) =+oo sidice che f ediverge piurapidamente di g (ordine di infinito superiore)
X—>+00 g X

lim % =0  sidice che f ediverge meno rapidamente di g (ordine di infinito inferiore)
X—>+00 g X

f(x)

lim ﬁ =1#0 sidiceche f e g divergonocon la stessavelocita (stessoordine di infinito)
X—>+00 g X

lim @ =1 sidiceche f e g divergonoasintoticamente ad infinito

o
\_ /
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L’operazione di limite - proprieta
Velocita di convergenza, di divergenza

\_

Esempi

Determinare due polinomi tali che il limite del rapporto sia uguale ad 1

Determinare due polinomi tali che il limite del rapporto sia uguale a +« /
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Velocita di convergenza, di divergenza

™

Confronto tra potenze, esponenziali, logaritmi

se f(x)—> oo pilrapidamente dig(x)allora
e'™ 5 0 pil rapidamente die®™, in particolare
sec, >¢, allora, e® divergepiu rapidamente die™

Verificare se

. et —e* @ _ 2
lim =0 lim & —°¢

= 400
\ koo @ 4 g x> @X 4 g™

se fB,>p6>0 allora x” converge piurapidamente adinfinito di x”
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Velocita di convergenza, di divergenza

Confronto tra potenze, esponenziali, logaritmi

Le funzioni esponenziali di esponente positivo divergono piu rapidamente
di ogni potenza, cioe

se >0 esec>0
ecx B

: : . X
lim — =+ 0 in modo equivalente lim—=0
X—>00 Xﬂ X—>00 eCX

La funzione logaritmo diverge piu lentamente di ogni potenza,

cioé
se >0 ese a>1

p
X7 : : Iogax:O

lim =+0 0 equivalenemente lim——
\ X—>00 |Ogax x—0 Y /
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Funzioni Continue, punti di
discontinuita

Definizione. Data una funzione di variabile reale in R, e X, un punto
del dominio (o un estremo del dominio), diciamo che la funzione
f(x) e continuain x, se si ha

lim f(x)=1eR 1= f(x,)

X—>XQ

Si dice che f e continua in un intervallo se f € continua in tutti i punti di tale intervallo

Se la funzione non ammette limite ( non esiste, € infinito, il limite destro e diverso
dal limite sinistro ) la funzione ha in x, un punto di discontinuita

Esempio. Verificare se le seguenti funzioni sono definite e continue in R

1 1+Ilgx perx=>1
N (-1 .
x—1 X perx<1
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Operazione di limite e studio di
funzione

Esempi. Studiare insieme di definizione e comportamento agli
estremi delle seguenti funzioni.

Osservazione: calcolare i limiti utilizzando le proprieta di infinito e infinitesimo

3+ x*
)= 2x2(x2 +1)

X—1
AR %)

Il calcolo del limite in un punto permette di stabilire la proprieta di continuita

\della funzione in tale punto /
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/Funzioni Continue, punti di
discontinuita

Definizione. Data una funzione di variabile reale in R, e X, un punto
del dominio (o un estremo del dominio), diciamo che la funzione f(x)
hain X, un punto di discontinuita se si ha

lim f(x)=1eN 1= f(x,) Discontinuita eliminabile
X—>XQ
lim f(x)=1, eR lim f(x)=l,eR |, =1, Discontinuita di prima
XX+ o specie ( a salto)
lim f(x)=+c0 oppureil limitenonesiste Discontinuita di seconda specie

X—XQ

Dire se la funzione e continua nel suo Dominio 2
\) se presenta punti di discontinuita f(x)=el> /
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Derivata di una funzione

Data la funzione f(x) continua in un punto x, si dice che f e derivabile in x, se

lim f(X0 +AX)— f(Xo) _ -(X ) Esiste finito il limite del rapporto

XX AX 0 iIncrementale (tasso di variazione puntuale
o istantaneo se f (t) , t indica la variabile
tempo)

Si dice che la funzione f(x) € derivabile in un intervallo, o in tutto il suo dominio,
se e derivabile in ogni punto dell'intervallo, o di tutto il dominio.

Se una funzione non e continua in un punto allora non € neanche derivabile
nel punto

Se una funzione e derivabile in un punto allora e continua nel punto,

uon e vero il viceversa . Esempio : f(x) = | x | /
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Derivata di una funzione, significato
geometrico

Data la funzione f(x) continua in un punto x, la derivata in X, , se esiste,
e il numero

Rappresenta il coefficiente angolare della
lim (% +A%)— (%) _ f'(x,) rettatangente al grafico della funzione
XX AX (tangente alla curva) nel punto di
coordinate (X, f(X,))

Nei punti di massimo o minimo locale la derivata prima, se
esiste, e nulla.

Derivata di una potenza. f(x) = ax®, con o, e R

/

Esempio. f(x) = x?

£'(x) = (ax” :di(axﬂ):aﬂxﬂ‘l f'(x):(xz)z 2X
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Derivata della somma di funzioni, crescenza
e decrescenza della funzione

Date due funzioni f(x) e g(x), derivabili in I, allora la derivata della somma e
uguale alla somma delle derivate

(f+qg)=F+¢g’ X el

Data la funzione f(x) derivabile in un intervallo |

Se f'(x) > 0 per ogni x € |, allora f(x) € crescente nell'intervallo |

Se f'(x) < 0 per ogni x € |, allora f(x) & decrescente nell'intervallo |

\ Esempio. Studiare il grafico f(x) = x%-5x + 6
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Derivate delle funzioni elementari

~

La funzione derivata prima associa ad ogni punto di continuita della funzione
se esiste, il valore della derivata calcolato nel punto
f'(x) : x > f(x)

Data la funzioni elementari, applicando la definizione si possono determinare le
Seguenti funzioni derivate:

(0= )= ()¢ (inxy=3 (nx) L

dx dx X

' X d X X ':i :1_
f'(x)=(a ):&(a )=a*Ina (log, x) dX(|OgaX) Xlogae

dx dx

\ (senx) = 4 (senx)=cosx (cosx)= 4 (cosx)=senx

f,

/
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Derivate - proprieta e regole di
derivazione

Derivata del prodotto di due funzioni

(f (X) g(X))'= f '(X)g (X)—l— f (x)g'(x) Esempio: Calcolare la derivata di
g(x) =e*(x* —2x+1)

Derivata del rapporto di due funzioni Esempio: Calcolare la derivata di
f(x)) _ F'()gx)- F()g'() e’
e —c T(x)=—
X

Derivata di una funzione composta Esempio: Calcolare la derivata di

(f(a(x)) = f'(g(x))g'(x) f(x) =e”

\ " exz/
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Derivabilita e continuita di una
funzione in un punto

™

\_

Se una funzione e derivabile in un punto allora e continua nel punto,
non e vero il viceversa .
Esempio : f(x) = | x | € continua in tutto il suo dominio R . f(x) =| x| non e
derivabile inx =0

tim = X0 g
x—>0" X—O x—0t X

tim = =90 e X g
X—>0" X—0 x—>0" X

f(x)

Se una funzione non e continua in un punto allora non e neanche derivabile
nel punto.

Esempio. Studiare dominio, comportamento agli estremi
Continuita e derivabilita. Tracciare il grafico della funzione
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Derivata e calcolo dei limiti

Considerate due funzioni derivabili, f(x) e g(x) tali che

lim f(x)=0  lim g(x)=0

X—>XQ X—XQ

Se esiste il limite del rapporto delle derivate, allora

f(x) f'(x)

im ——< =lim —=<
X—>XQ g(x) X—>XQ g'(x)

Esempio. Calcolare il limite applicando la regola ( di De L'Hospital)

. senx
lim——=1 lim Inx -1

\ x—>0 X o

x—1 X—l

/




s

Derivata e calcolo dei limiti

X—>XQ

. Senx
lim — =

Nk

1

lim g(x)

X—>XQ

In X
m——=1

x—1 Y _l

Considerate due funzioni derivabili, f(x) e g(x) tali che

lim (x)=0

=0

Se esiste il limite del rapporto delle derivate, allora
Lo stesso risultato vale se f e g divergono per x—X,

E anche nel caso di f e g entrambe divergenti o entrambe infinitesimo per X —w

Esempio. Calcolare il limite applicando la regola ( di de L'Hospital)

2

Nell’'ultimo caso si ha

una verifica dell'ordine
di infinito delle due funzioy




/

Derivate successive
Concavita - Punti di flesso

Se la funzione derivata prima di una funzione f e derivabile in un intervallo
La sua derivata si chiama derivata seconda di f e si indica con f” (x)

Nelle stesse condizioni si puo derivare la derivata seconda,

ottenendo la derivata terza di f

Data una funzione derivabile in un intervallo : f(x) ha la concavita verso l'alto
negli intervalli del dominio in cui si ha f’(x) > 0
Verso l'alto negli intervalli in cui f’(x) <0
| punti del grafico della funzione in cui cambia la concavita cambia si
chiamano punti di flesso.
Esempio: studiare il grafico di 3

f(x)=x

Nei punti di flesso la derivata seconda e nulla, a derivata prima puo essere
\maggiore, minore o uguale a zero (flesso a tangente orizzontale)

/
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Derivata e problemi di massimo o0 minimo

Problema di ottimizzazione.

Data una lattina di forma cilindrica di altezza h, raggio di base r

costituita di lamiera di alluminio di spessore fissato in modo che la quantita totale
sia proporzionale alla superficie totale. Che proporzioni deve avere in modo

che a parita di volume la quantita di alluminio utilizzata sia minima?

Dati V = nr’h St=2nrh+2mr? da cui

h =V/ (nr?) S=2nrV/(ur2) +2nr?

Derivando S rispetto a r variabile, si ha il val minimo per S

in corrispondenza di r = (V/ 2 n) 3 che da in corrispondenza il valore di h=2r
\(altezza uguale al diametro di base) /
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Studio di funzione - problemi di massimo o
minimo

Per studiare una funzione e determinarne il grafico, determinare:
Dominio e comportamento agli estremi
Derivata prima e punti di massimo, minimo locale

Flessi
Segno e zeri della funzione ( anche come controllo sui dati raccolti e per

verificare la coerenza degli elementi del grafico gia determinati.

Studiare e determinare il grafico delle seguenti funzioni

( ) 1 x? Legge logistica, descrive
f(X)=——e 2 la legge di crescita
V27 in laboratorio
~ 3000 di una popolazione data

" 142 T =tempo misurato in giorni
\ N(t) = numerosita al variare del terry
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