Integrali

» Integrale definito e area con segno

» Primitiva di una funzione e integrale indefinito
» Teorema fondamentale del calcolo integrale

» Calcolo di aree

» Metodi di integrazione: per parti e per sostituzione



Calcolare 'area di una regione piana

» Sia f(x) una funzione positiva e continua definita nell’intervallo [a, b].
L'area della regione piana delimitata dal grafico della funzione, dall’asse delle
x e dalle rette x = a e x = b si ottiene come

limA, = limA; = limA} = A

n—>00 n—>00 n—>00

dove A,, & detta somma di Cauchy e A;; e A} sono le somme di Riemann.

Definizione: Il valore A si chiama integrale definito della funzione f(x)
nell'intervallo [a, b] e si indica con

b
A= jf(x)dx

a e b sono detti estremo inferiore e superiore di integrazione, f € detta
funzione integranda.



Primitiva di una funzione

Definizione:

Data una funzione f(x), la funzione F(x) e detta primitiva di f(x) se
in tutti i punti del suo dominio e soddisfatta I'uguaglianza

F'(x) = f(x)
» Teorema: Se F(x) & primitiva di f(x),anche F(x) + c,Vc ER, &
primitiva di f(x).
Dimostrazione: si ha infatti (F(x) + ¢)’ = F'(x) = f(x)

» Quante sono quindi le primitive di f(x)?



Primitiva di una funzione di variabile reale

Esempi i
T : 4 . X
Una primitiva di f(x) = x & F(x)= =

/ d
Infatti essendo g’ (x) = (axf) = a(axﬁ) = afxF1

x> ’ 1
si ha F'(x) = <?+ c) = 5§x5‘1 = x*

a+1

In generale, una primitiva dif(x) =x* ¢ F(x) = o+ 1

Lo si verifichi per esercizio.

Si calcoli poi la primitiva di ~ f(x) = 4x°



Primitiva di una funzione di variabile reale
Esempi.

Ricordando che: (e¥)' = %(ex) =e* (Inx) = oy (Inx) =~

(sinx)' = T (sinx) = cosx

calcolare le primitive delle funzioni:
1
filx) = e* fo(x) = x fz(x) = cosx
Primitive:

Fi(x) =e*+c F,(x) =In|x|+c F;(x) =sinx +c¢



Teorema fondamentale del calcolo integrale

» Teorema:

Data una funzione f(x) definita e continua nell’intervallo [a, b], la
funzione

A(x) =j f(z)dz
é primitiva di f(x) nel puntoax esiha A'(x) = f(x)

» Conseguenza

Se F(x) e una primitiva di f(x), definita nell’intervallo [a, b], allora
'integrale definito e dato da

b
| 1@z =rb) - F@



Dimostrazione del Teorema

Per dimostrare il teorema consideriamo le due seguenti proprieta
dell’integrale.

Data f (x), definita e continua nell’intervallo [a, b]
. sec€(a,b),siha

be(z)dz = ch(z)dz + fbf(z)dz

a c

2. se M e m sono rispettivamente il massimo e il minimo di f(x)
nell'intervallo [a, b], allora

m(b —a) < fcf(z)dz <M(b—a)



Dimostrazione

» Per dimostrare il teorema dobbiamo mostrare che vale I'uguaglianza

A'(x) =f(x)
Dobbiamo quindi costruire il rapporto incrementale per la F(x) e
calcolare il limite. Consideriamo un incremento h e scriviamo

A(x + h) utilizzando la proprieta 1

xX+h X xX+h
ACx + h) =j f(z)dz=j f(z)dz+j f(2)dz

A(x + h) — A(x)

Il rapporto incrementale e .

e vogliamo dimostrare che }li_r)r(l) A(x+h;_A(x) = f(x)



Dimostrazione

AR —Ax) . Tf@dz- [ f@dz [ f(2)dz
lim = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

utilizzando la proprieta 2 , nell’intervallo [x, x + h] di ampiezza h, si ha
x+h

h- min ]f(z) SL f(z2)dz< h- zeBcl,?c)ih]f(Z)

Z€[x,x+h

dividendo per h > 0, e calcolando il limite per h — 0, poiché il
massimo e il minimo di f(x) nell’intervallo [x, x + h] tendono a f(x)

er h — 0,si ha x+h
P( ) = 1i ' <li S, f@dz < li =
FO) = ot @) SRR T = (i /) =/
dimostrando che lim Alcth)-A®) _ lim f;ﬁhf(Z)dZ = f(x)
h—-0 h h-0 h )



Dimostrazione della conseguenza

Essendo A(x) = jf(z)dz una primitiva di f(x), allora anche
F(x) = A(x) + ¢ & una sua primitiva.
b a
=] r@a a@= [ f@dz=o
Inoltre F(b) = A(b) +c e F(a) = A(a) + ¢ = ¢, quindi

b
J F(2)dz = A(b) = F(b) — ¢ = F(b) — F(a)



Esempi

» Data la funzione f(x) = x, si calcoli una primitiva e I'area della
regione di piano racchiusa tra il grafico della funzione, I'asse
delle x e le rette di equazione x = 0 e x = 1.

1 1
fd_xz _12 02_
xx-2 =
0

1
2 2 2
» Calcolare I'area del triangolo di vertici (0,0), (1,0), (1,1)

0



Integrale Indefinito

» Data una funzione f(x) definita e continua su R, Pinsieme delle
primitive indicata con

F(x)+c=/[fl)dx
prende il nome di integrale indefinito della funzione f(x).

» Esercizio: Date le funzioni considerate nell’intervallo assegnato,
calcolarne una primitiva, 'integrale indefinito, I'integrale definito e
determinare 'area della regione chiusa individuata dal grafico della
funzione, dall’asse delle x e dalle rette parallele all’asse y passanti
per gli estremi dell’intervallo.

f(x) = e”* nell'intervallo [—%, O]

g(x) = x3 nellintervallo |1,V2]



Integrali elementari

Per le seguenti funzioni continue, valgono le formule, dove ¢ e
una costante arbitraria

K1 4 _
fx"dx= + C per n+-—1 fx dx ln|x|+c
n+1
eax
Je*dx=e*+c Je™dx=—+c
a
jcosx dx = sinx + ¢ fsinxdxz—cosx+c

1 1
_ dx = arctanx + ¢
fcoszxdx—tanx+c sz -1



Integrale definito e area con segno

Attenzione!

Lintegrale definito determina I'area con segno! Si
considerino per esempio:

4 0
j —x dx f
1 /

w
2

j sinx dx

—-1/2

r
2

sinx dx J sinx dx
2 0



Proprieta degli integrali

Date due funzioni continue f(x) e g(x) e una costante c, si ha
» J(f) +g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
y Jc-f(x)dx =cf f(x)dx

Le stesse proprieta valgono per gli integrali definiti, in particolare si ha
b b b a b
J (f () + g(x)) dx =j f(x)dx+j g(x)dx Lf(x) dx = _Lf(x)dx

» Media di una funzione: data f continua in un intervallo [a, b] si
definisce media della funzione il numero

_ 1 P
F=y=a) red

Significato geometrico: esiste rettangolo equivalente al trapezoide

B b
(b—-a)f = j £(x) dx



Esempio
» La numerosita di una coltura di batteri varia con la legge
N(t) = 10%¢et/?

con t calcolato in ore. Determinare la numerosita media
nell'intervallo di tempo [0,1].

10

_ 1
N=—| 10°et/2dt ~3-107
10 ),



Esercizi

» Determinare, nel semipiano x = 0, 'area della regione di piano
racchiusa tra i grafici delle funzioni f(x) =5 —2x e
g(x) =x?—2x+1e Iasse delle y.

16
f(f(x) g(x))dx—fS—Zx—(x —2x+1)dx—?

» Calcolare I'area della regione di piano delimitata dai grafici
delle funzioni f(x) = Cosg e g(x) = —% per x € [0,4m].



Metodi di integrazione

Integrazione per parti:

Dal teorema fondamentale e dalla regola di derivazione del
prodotto si ha la seguente formula di integrazione per parti:

» Sia F(x) una primitiva di f(x) e G(x) una primitiva di g(x)
Jf) - G)dx = F(x) - G(x) — [ F(x) - g(x)dx

Esempio

1
flnxdxzjl-(lnx)dxlenx —fx-;dxz

=xlnx —fx-;dx= (xInx —x)+c



Differenziale di una funzione

» Definiamo il differenziale di f (x), indicato con df
(variazione infinitesima di f)

df =df(x) = f'(x)dx

Cioe la variazione infinitesima df e proporzionale all’incremento
infinitesimo dx

Il coefficiente di proporzionalita e la derivata prima nel punto x.

Esempio: f(x) = e, df = 5e>*dx



Metodi di integrazione

Metodo di integrazione per sostituzione

Il metodo di applica se non e immediato calcolare l'integrale di f(x) e
se si puo trovare una variabile ausiliaria z legata ad x dalla
relazione x = g(z)

Si calcola il differenziale dx e si sostituisce nell’'integrale la nuova
variabile z e il dx espresso in termini della nuova variabile z

Se l'integrale ottenuto e piu elementare si calcola
| fdx = [ f(9(2) - g'(2)dz

Calcolata la primitiva otteniamo una funzione di z, che dobbiamo
ricondurre alla variabile x



Esempio

Calcolare f cos(5x — 1) dx

posto z = (5x — 1) dacuix = g(z) = isl

ciserve dx = g'(z)dz = %dz

1 1 1
ff(g(z))-g’(z)dzz Jcosz -gdzzgfcosz dzzgsinz+c =

1
= gsin(Sx -1 +c



Metodi di integrazione

Il metodo di integrazione per sostituzione consente di determinare
'integrale di semplici funzioni composte delle funzioni elementari

n+1 n+1

jx” dx="——+c pern -1 f(f(x))"f’(x) dx = (fr(li)r)1 e

) -1, (),
[xdx =In|x| +c f(f(x)) f)dx = f(x)dx—lnlf(x)|+c
Esempi

3 2 2 3

[ (3 — x4+ D26xr— D= | (Bt —x +2)2(6x — Dedx = = " e
fsinx dx = fsinx dx = — —(Sinx) dx = —In|cosx|+¢c

COS X COS X COS X



Esercizi

» Calcolare I'area della regione compresa tra I'asse delle x, il grafico di

f(x) =sinx, e le rette di equazione x = —mTex =7
n Lintegrale definito e zero. Funzione dispari.

J sinxdx =0 Gli estremi di integrazione sono opposti.
- Quanto vale I'area della regione!?

T

Area = f |sin x| dx = f —sinx dx +j sin x dx = —(—cosx) + (— cosx) | =4
-7 -n 0 —n 0

» Calcolare I'area della regione compresa tra I'asse delle x, il grafico di

. . T T
f(x) = cosx, e le rette di equazione x = —sex=-.



